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1. Un resort vertical de constantd elasticd k =60 N/mare prins la capatul inferior
prin fire subfiri un platan de masé& neglijabild, iar cu capatul superior este fixat de un suport.
De la Tndlfimea h =5cm deasupra platanului este |dsatd s& cada liber o bild de masa
m =600g (vezi figura aldturatd). Stiind cd dupa ciocnirea cu platanul bila rdméne in
contact cu acesta, determinatfi:

a) legea de migcare a bilei alegand sensul pozitiv vertical in jos si momentul inifial h<
(t = O), momentul in care bila ciocneste platanul;

b) viteza maxima atinsa de bilg;

¢) timpul scurs intre momentul in care este eliberata bila si momentul Tn care ajunge, \
pentru prima oard, la distanfd maxima de punctul din care este ldsata s& cada liber.

Se neglijeaza frecérile si se considerd accelerafia gravitationald g =10 m/s2 .
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Prof. Sorina Leu, Liceul Teoretic “Ovidius” Constanta

a) Se determina pozitia de echilibru a bilei prin alungirea x, a resortului in aceasta pozitie:

mg = kx,, de unde: X, =%.(O,5 puncte)

In raport cu aceasta pozitie bila va executa oscilatii armonice de pulsatie:

w= \/K side pericada: T = 277\/% .(0,5 puncte)
m

Deformarea maxima a resortului poate fi gasita din consideratii energetice:
2
mg(h + x) = % (1 punct)
sau:
kx? - 2mgx —2mgh =0,
cu singura solutie compatibila fizic:

« = mg m-g mg =%(1+ 1+2_khj, (0,5 puncte)
mg

k
Amplitudinea miscarii oscilatorii va fi :

A=X-Xq :% 1+% .(0,5 puncte)

Faza initiala din legea de migcare:
y = Asin(w[ﬂ + ¢0),

. . =X X .
Rezultd: —x, = Asing, si @, = arcsmT0 = _arcsin 22 = —arcsin—— (0,5 puncte)

1+
mg
Legea care exprima variatia elongatiei in raport cu timpul este deci:

y = mg 1 +2—kh sin 1[£ a- arcsin; (0,5 puncte) si Tnlocuind valorile numerice:
k mg m L+ 2kh

mg



y = le/Esin(lot —%Tj (m)(0,5 puncte)

b) Viteza maxima a bilei se poate scrie:

Vmax = @A =4/2gh J1 +% (1 punct) siinlocuind valorile numerice:

Vimax = \/Em =141 m/S (0,5 puncte)
S

. s , , kx3  mvZ,,
Obs. Viteza maxima se poate calcula si energetic: mg(h + xo) = > +T

¢) Timpul scurs Intre momentul Tn care este eliberata bila si momentul In care ajunge, pentru prima oara, la
distanta maxima de punctul din care este lasata sa cada liber se poate exprima:
t =t; +t, +t5, unde:

» t; este timpul in care bila cade liber: t; = /Z—h .(0,5 puncte)
g

* t, este timpul scurs din momentul in care bila atinge platanul si momentul in care bila ajunge in pozitia
de echilibru, adica cea mai mica solutie pozitiva a ecuatiei:

1+5°
mg

0 =sin 1/£ i —arcsin; , de unde:t, = Jm arcsin; (1 punct)
m 2kh k 2kh
1+
mg

*+ t5 este timpul scurs din momentul In care bila ajunge din pozitia de echilibru in pozitia y = A, adica:

T m|m
t, =— =—,/— . (0,5 puncte
377 2\’k ( pu )

Deci timpul cautat va fi:

T : . .
+E (0,5 puncte) , iar cu valori numerice:

2h /m . 1
t= |— +./[—| arcsin———
\ g K 2kh
1+
mg

t =i 1+3£ = 0,34s.(0,5 puncte)
10 4
Total: 9 puncte + 1 punct din oficiu = 10 puncte

Orice altarezolvare corecta se puncteaza corespunzator.



2. Pe o tij& subfire de masé neglijabila, care se poate roti in jurul punctului O in care este suspendatd, sunt
fixate n corpuri mici de mase m;,m,,---,m,, la distanfele ¢,,¢,,---,¢, de punctul de suspensie, ca
n figura.

a) Determinati perioada micilor oscilafii ale sistemului.

b) Considerand acum c& masele celor n corpuri sunt egale si cd ele sunt fixate echidistant pe
tija de lungime L, ultimul corp fiind fixat la capétul inferior al tijei, stabilifi perioada micilor oscilafii ale
sistemului.

Dacé este necesar, putefi folosi:

1+2+---+n :—n(n+1)

§| 12 +22 P n2 - n(n +1)(2n +1) '
2 6
c) Folosind rezultatul obfinut la punctul b), determinati perioada micilor oscilafii ale unei tije cu masa uniform
distribuitd pe toatd lungimeaei L.

prof. Nicolae Stanculete, Liceul Teoretic “Traian” Constanta

a) Principiul fundamental al dinamicii pentru solidul rigid in miscare de rotatie in jurul punctului O :
M) =) E (0,5 puncte)
Momentul de inertie Tn raport cu punctul O este:
lo) =Myt§ +mye5 +--+m, (%, (0,5 puncte)
iar momentul greutatilor corpurilor Tn raport cu punctul O :
M) = —Myg¢; sina —m,gl, sing —---—m, gl sina = —(mlfl +myly, +-et mnén) g Sina,
unde a fost pus semnul minus deoarece momentul greutatilor tinde sa roteasca tija in sens contrar unghiului a .(1
punct)
Pentru unghiuri mici: sina = a(Tn rad ) deci:
M) = ~(myty +myly +ebmyl )y
Inlocuind, se obtine:
£+ myly +myly +---4myly,

> > > (g [&r =0 sau:
myly +myly +--otmyly

2
d a + mlfl +m2€2 +"'+mn€n
2 2 2 2
relatie care indica o migcare oscilatorie armonica de pulsatie:
w= \/m1€1 tMyly +-4mply,

my (% +myl5 +--+m 05

(g [&r =0,(1 punct)

(g side perioada:

T =2rm —Em .(1 punct)
g mMyly +myly +-okmyly,

\/1 105+ myls et m 0%

b) Pentru my =m, =---=my, =msi ¢{, =¢, ¢, =2¢, ..., £, =nl , (0,5 puncte) formula care exprima
perioada devine:

2 2 2
T= 27T\/£ El 1++22 ++ ++ n (1 punct)

inlocuind sumele 12 +22 +... +n? :W

+
JA1+2+--+n =M si tinnd cont ca €=£:
n

T =21, L DZn_+1 .(1 punct)
g 3n
¢) Tija omogena poate fi considerata o tija de masa neglijabila cu un numar foarte mare (n — ) de corpuri
identice fixate echidistant pe toata lungimea ei.
Deci, pentru a gasi perioada micilor oscilatii ale unei tije cu masa uniform distribuita pe toata lungimea ei L,
facem n expresia perioadei gasita la punctul b) n - o .(0,5 puncte)
Relatia se poate scrie:

L 2+ 1
T=2 —EITn .(1 punct), Incaredaca n -~ o, — - 0 si se obtine:
g n

T =21 2L .(1 punct)
39

Total: 9 puncte + 1 punct din oficiu = 10 puncte
Orice altarezolvare corecta se puncteaza corespunzator.



3. Sistemul din figurd, cu lungimea ¢, =20cm, este format din doud bile identice avand fiecare masa
m =100g, legate printr-un resort nedeformat de constanta elasticd k = 20N/m,. Cele doud bile se deplaseaza
uniform cu viteze identice v, =1m/s pe un suport orizontal neted - -

\ \%
(fard frecdri) intre doi perefi verticali, situafi la o distantd — —
¢ =100cm unul de altul, pe o direcfie perpendiculard pe acesgtia n m 2
(vezi fig.alaturatd). ’
Ciocnirile bilelor cu perefii sunt perfect elastice si lo
instantanee.

a) Descriefi interacfiunile sistemului cu peretfii.
b) Determinafi timpul scurs intre momentul in care sistemul se aflg in pozifia din figurd si momentul in care ,
interactionand succesiv cu cei doi perefi, sistemul ajunge din nou, pentru prima datd, in aceasta pozifie.
c) Determinafi lungimea minim& a sistemului precum si lungimea drumului parcurs de fiecare dintre cele
doud bile in timpul determinat la punctul b).
prof. Anton Pantelimon, Colegiul Tehnic “Tomis” Constanta

a) Deoarece vitezele celor doua bile sunt egale, pana in momentul in care bila din dreapta ciocneste
peretele, resortul nu se deformeaza. (0,5 puncte)

Prin ciocnirea perfect elastica cu peretele viteza bilei Tsi schimba sensul, fara a-si modifica modulul, astfel
incat, imediat dupa ciocnire, cele doua bile vor avea vitezele egale si de sens contrar v, impulsul sistemului fiind

nul. (1 punct)

Bilele se vor apropia una de cealaltd cu viteze care vor scadea in timp ramanénd Tnsa egale in modul,
comprimand resortul, iar centrul de masa (mijlocul resortului) nu se va deplasa fatd de pereti, deoarece impulsul
sistemului se conserva si ramane permanent nul. (0,5 puncte)

Din acelasi considerent si Tn timpul Tn care, dupa ce bilele isi anuleaza vitezele, resortul revine la forma
nedeformata, centrul de masa al sistemului nu-gi modifica pozitia fata de pereti. (0,5 puncte)

Conform legilor conservarii energiei si impulsului, Tn momentul in care resortul a revenit la forma
nedeformata vitezele bilelor vor ajunge la valoarea v, iar bila din dreapta atinge peretele ciocnindu-l elastic inca
odata, viteza acesteia schimbandu-si sensul. (1 punct)

Dupa aceasta a doua ciocnire elastica a bilei din dreapta cu peretele cele doua bile vor avea vitezele
orientate spre stanga egale cu v, iar resortul va fi nedeformat, sistemul miscandu-se cu aceasta viteza pana ce
bila din stanga atinge celalalt perete, unde procesul de interactiune cu acesta se va desfasura la fel. (0,5 puncte)

b) Timpul scurs intre momentul in care sistemul se afld in pozitia din figura si momentul in care |,
interactionand succesiv cu cei doi pereti, sistemul ajunge din nou, pentru prima data, in aceasta pozitie va fi suma
dintre timpul in care resortul se comprima si revine la forma nedeformata in procesele de interactiune cu cei doi
pereti si timpul in care sistemul cu resortul nedeformat parcurge cu viteza v, distanta 2(( - éo).

Timpul in care resortul se comprima si revine la forma nedeformata in procesul de interactiune cu un perete
va fi jumatate din perioada de oscilatie a fiecareia dintre bile, deci pentru cele doua interactiuni cu cei doi pereti
timpul va fi egal cu perioada de oscilatie a fiecarei bile. Cum fatd de centrul de masa jumatatile de resort care se
deformeaza au constantele 2k, rezulta :

T =2rr, % (1 punct) si deci timpul cautat este :

t= 2”‘,2_mk +M ~1914s .(1 punct)

Vo
¢) Lungimea minima a sistemului va fi:
Loin =1%o —2A, unde A este amplitudinea de oscilatie pe care o determinam din legea conservarii energiei
pentru oscilatorul format din jumatate de resort gi una din bile :

2 Mz
Mvo _ 2 , de unde:A=V01[—m .(1 punct)
2 2 2k

Loin = Lo ‘Wo,/% =10cm .(0,5 puncte)

Fiecare dintre cele doua bile vor parcurge distanta 2(€ - !60) la care se adauga lungimea drumurilor parcurse

de fiecare bila in timpul oscilatiilor:
d =2(¢-¢,)+4A,(1 punct)
Rezulta :

d= 2(€—€0)+4v01/% =18m .(0,5 puncte)

Total: 9 puncte + 1 punct din oficiu = 10 puncte
Orice altarezolvare corecta se puncteaza corespunzator.



